Chapitre 13 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

1. La fonction f est dérivable sur R* comme produit de fonctions dérivables sur R*. Le seul point a regarder
en détail est 0.
Soit x # 0.

fz) = f(0)

= 1' =
p— || et zlg(l)m 0

On en déduit que f est dérivable en 0 et que f/(0) = 0.
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2. La fonction g est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables sur R* avec un dénominateur qui
ne s’annule pas. Le seul point a étudier en détail est 0.

Soit x # 0.

@ -9 1 1
x—0 le| +1  a—0|z|+1

On en déduit que g est dérivable en 0 et que ¢'(0) = 1.
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3. La fonction z > % est dérivable sur R* a valeurs dans R*. La fonction sin est dérivable sur R. Par
composition, la fonction x — sin (%) est dérivable sur R*. Par produit, la fonction h est dérivable sur R*.
Le seul point a regarder en détail est 0.

Soit x # 0.

LOEVDNIWEY

z—0 T

Or, la fonction sinus n’admet pas de limite en +oo donc h n’est pas dérivable en 0.
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Chapitre 13 - Correction des exercices 2

Exercice 2:
1. Soit z € R.
f@+)=z+1—|z+1]—(z+1-|z+1])lP=c+1—|z|-1—-(z+1—|z] -1 =2—|z| - (z— |z])?

Donc, f est 1-périodique. On va pouvoir restreindre son étude a [0; 1].

2. Continuité en 0:

7(0) = 0.
Soit x €]0;1[. f(x) =z — |z| — (z — |z])? = — 22 car |z] = 0 donc liI(I)lJr f(z)=0
Soit x € [-1;0[. f(z)=z—|z]—(z—|z]))=2+1—(z+1)?=2(z+1) car x| = —1 donc lilél_ f(z)=0
Donc, f est continue en 0. o
Dérivabilité en 0:

Jig PO = mma-a-

CT@ RO f@ )

z—0-  x—0 z—1-  x—1 z—1-

La fonction f n’est pas dérivable en 0.

~ o /
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3. La fonction f est continue sur [0; 1] et continue également en 1. Par périodicité, elle l'est sur R.

La fonction f est dérivable sur ]0; 1] et pas en 0. Par périodicité, elle I'est sur tous les intervalles de la forme
|n;n + 1] pour n € Z.

La fonction f n’est pas dérivable en 0 donc par périodicité, elle n’est pas dérivable sur Z.

La fonction f est dérivable sur R\Z.
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Chapitre 13 - Correction des exercices 3

Exercice 3:

1. f est définie sur R% et Vo € RY, f(x) = exp(xIn(x)).
La fonction In est continue sur R’ donc la fonction = + x In(z) est continue sur R* a valeurs dans R comme
produit de fonctions continues sur RY .
La fonction exp est continue sur R. Par composition, la fonction f est continue sur R .

Etude en 0
lin%)xln(x) = 0 donc lir% exp(zIn(x)) = 1. La fonction f est donc prolongeable en 0 en posant f(0) = 1.
T— Tr—r

3

25

0.5

2. La fonction In est dérivable sur R* donc la fonction z — wIn(z) est dérivable sur R* a valeurs dans R
comme produit de fonctions dérivables sur R7 .
La fonction exp est dérivable sur R. Par composition, la fonction f est dérivable sur R et

Vz € R, f'(z) = (In(z) + 1) exp(x In(z))

3. On va déterminer la limite du taux d’accroissement en 0. Soit x €]0; 1[.

% — 1 et In(z) _ 1 e In(z) _ 1 |
r—0 x ~zln(z) -0 a(x)

e*—1

Or, lim In(z) = —oo et lim = e’ = 1. Dong, la fonction f n’est pas dérivable en 0 et admet une
z—0t u—0

tangente verticale.

Exercice 4: La fonction In et la fonction carré sont de classe €' sur R% donc la fonction f est de classe €1 sur
R* comme produit de fonction qui le sont.
La fonction nulle est de classe €' sur R* donc la fonction f est de classe €' sur R* .

La fonction f est de classe €' sur R* et

2zIn(z) + = pour z > 0
0 pour z < 0

Vo € R*, f'(z) = {

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2023/2024



Chapitre 13 - Correction des exercices 4

Continuité en 0
lim f(x) = 0 par croissance comparée.
z—0t

lim f(x)=0. Donc, la fonction f est continue en 0.
z—0~

Dérivabilité en 0

liI})l+ e li%l+ zln(z) = 0.
T—> T—r
lim W = 0. Donc, la fonction f est dérivable en 0 et f’(0) = 0.

Continuité de la dérivée en 0
lim f'(z) = lim (2z1n(z)+2) =0= f'(0)
z—0t z—07F

lim f'(x) = 0= f’(0). Donc, la fonction f’ est continue en 0 donc f est de classe € sur R.
z—0—

Exercice 5: La fonction x +> ﬁ(x) est de classe €' sur R, car quotient de fonction de classe €' dont le

dénominateur ne s’annule pas.

De plus, elle est a valeur dans ]0, 1] et plus précisément, 1 admet un unique antécédent qui est 0.

Or Arccos est de classe sur | — 1; 1[. Par composition de fonctions de classe €, f est de classe ¢! sur R*.
Il reste a étudier la dérivabilité en 0.

Pour tout z € R*,

, sh(z) -1 sh(z) sh(z) sgn(z)
ch®(z) 1— ch21(:c) ch(z)\/ch?(z) — 1 ch(z)|sh(x)]  ch(z)
On a lirél f'(z) = =1 Dapres le théoréme de la limite de la dérivée, f est dérivable & gauche en 0 et f;(0) = —1.
o

x

On a lim+ f'(z) = 1 D’apres le théoreme de la limite de la dérivée, f est dérivable & droite en 0 et f;(0) = 1.
z—0

Les dérivées a gauche et a droite ne coincident pas. Donc f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 6:

1. La fonction exp est dérivable sur R a valeurs dans R* . Donc, par composition, la fonction f; est dérivable
sur R et

Ve €R, fi(z) = e%e® = et

2. La fonction f, est définie sur RY et Vo € RY, fo(z) = exp(LIn(z)).
La fonction z — % est dérivable sur R* et la fonction In est dérivable sur R* . Donc, par produit, la fonction
x — 21n(z) est dérivable sur RY. & valeurs dans R.
La fonction exp est dérivable sur R. Par composition, la fonction fy est dérivable sur R et

Ve € RY, f'(z) = <_ln2(x) + ;) exp (i ln(x)> G

x x
3. La fonction f3 peut s’écrire f : x +— In (1 - %) La fonction z — 1— %H est dérivable sur R\ {—1} comme

quotient de fonctions dérivables avec un dénominateur qui ne s’annule pas.
De plus, 1 — %H > 0 si et seulement si z €] — oo; —1[U]1; 4-00].
La fonction In est dérivable sur R* . Par composition, la fonction f3 est dérivable sur | — oo; —1[U]1; 4+-o00] et

x—&-(l—(laagl) 9 9
Yz €] — oo; —1[U]1; 400, fi(a) = —o— = =
I—Jr% (x+1)(xz—1) 22-1
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Chapitre 13 - Correction des exercices 5

4. La fonction z — 1+ 2% est dérivable sur R & valeurs dans [1; +oo[. La fonction x +— /z est dérivable sur
R*% . Par composition, la fonction x — v/1 4+ 22 est dérivable sur R & valeurs dans [1; +o0l.

rz—1

La fonction  — In | £
z+1

est dérivable sur | —oo; —1[U]1; +00[. Par composition, la fonction f4 est dérivable
sur R* (on enléve 0 qui est 'antécédent de 1) et

2 2 2
Ve eR*, filz) = ————— =
fa(@) 201+ 22 22 V1 + 22

5. La fonction sh est dérivable sur R a valeurs dans R. La fonction arctan est dérivable sur R. Par composition,
la fonction f5 est dérivable sur R et

1 ch(z) 1

11sh2(z)  ch’(z) ch(x)

Vz € R, fi(x) =sh'(z)

6. La fonction = — ch(z) — cos(x) est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.
La fonction = +— sh(x) 4 sin(x) est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R. Cherchons
les points ou cette fonction s’annule.

Vo € R, (sh(x) + sin(x))’ = ch(x) + cos(x)

La dérivée est positive sur R et ne s’annule qu’en 0 donc la fonction est strictement croissante sur R et est
continue sur R. C’est donc une bijection de R sur R et elle ne s’annule qu’en 0.

Finalement, la fonction fg est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables sur R* avec un
dénominateur qui ne s’annule pas et

(sh(z) + sin(x))? — (ch(zx) — cos(z))(ch(x) + cos(z))
(sh(z) + sin(x))?
sh?(z) + 2sh(z) sin(x) + sin?(x) — ch?(z) + cos?(z) 2sh(z) sin(x)

Vo € R*, fi(z) =

(sh(z) + sin(x))? (sh(z) + sin(x))?

Exercice T:
1. La fonction f est définie sur R\ {—1,0,1}.

2. La fonction z — 77 est dérivable sur R\ {—1} et la fonction arctan est dérivable sur R donc la fonction

x — Arctan (xiﬂ) est dérivable sur R\ {—1} et

Vz € R\ {-1}, (t»—)Arctan <t—i—t1)>/($)—x+1_$ (z + 1)2 1

(x+1)2 (z+1)2+22 (z+1)2+22

La fonction x — %5 est dérivable sur R\ {1} et la fonction arctan est dérivable sur R donc la fonction

z — Arctan (-%7) est dérivable sur R\ {1} et

! r—1—zx x —1)2 -1
Vo € R\ {1}, <t|—>Arctan<t_tl>> (x) = @102 '(x<—1)2?|—x2 = @12+ a2

La fonction x — ﬁ est dérivable sur R* et la fonction arctan est dérivable sur R donc la

fonction x — Arctan (ﬁ) est dérivable sur R* et

1 ! —4x 4zt —4x
Ve € R*, |t~ Arct — = . =
v < reran <2t2> ) @) = T 1~ i1
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Chapitre 13 - Correction des exercices 6

La fonction f est dérivable sur R\ {—1,0,1} comme somme de fonction dérivables sur R\ {—1,0,1} et

Vo € R\ {-1,0,1},

, 1 ~1 4z

flz) = (x—|—1)2+x2+(x—1)2+x2+4x4+1
(== 1?2 +2)drt 4+1) — (e 4+ 12+ 22) (42 + 1) + 4o ((z + 1) + 22 ((z — 1)? + 2?)
B ((z +1)2+22)((x — 1) +22)(da* + 1)
(222 — 224+ 1)(dat + 1) — (227 + 2z + 1) (42t + 1) + 4z(22% 4 22 + 1) (227 — 22 + 1)
a (z+1)2 +22)((x — 1)2 + 22)(42* + 1)
 —dz(dat 4+ 1) 4 da((22% 4+ 1)? — 42?)
T ((+1D)24+22)((x — 1)2 4+ 22) (42t + 1)
B —4x((4z* + 1) — (222 + 1) + 42?)
(D242 ((z— 1)2 4 22) (4ot + 1)

fllx) =0

3. La fonction f est constante par morceaux sur R\ {—1,0,1} et

5 pour z < —1
—5pour —1<x<0
—5pour 0 <z <1
5 pour x > 1

Vo e R\ {-1,0,1}, f(z) =

Exercice 8: Soit (a,b,c) € R3. Posons f(x) = ax? 4 bz + ca® — (a + b+ c)z.

Cette fonction est continue sur [0; 1], dérivable sur |0;1[ et f(0) = f(1).

Par le théoreme de Rolle, 3z €]0; 1] tel que f/(x) = 0.

Donc, 3z €]0; 1], 4ax® + 3bz? + 2cx — (a + b+ c) = 0 = Iz €]0; 1], 4ax> + 3bx? +2cx =a+b+c.

Exercice 9: Soit f : R — R dérivable sur R.

On suppose que f’ ne s’annule pas sur R. Supposons que f est périodique, de période T
La fonction f est continue sur [0; 7], dérivable sur |0; T et f(0) = f(T).

Par le théoréme de Rolle, 3¢ €]0,T[, f'(c) = 0. C’est absurde. Donc f n’est pas périodique.

Exercice 10: [¥] Théoréme de Rolle généralisé
Si f est une fonction constante alors on a le résultat. Supposons que f ne soit pas une fonction constante. Donc,
Jda €]0; +o00] tel que f(a) # f(0). On suppose f(a) > f(0).

£(0) + f(a)

1. Par le TVI appliqué a la fonction f sur le segment [0;a], on a : Jc €]0;al, f(c) = 5
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Chapitre 13 - Correction des exercices 7

2. Puisque lim f(z) = f(0) < f(a), par écriture de la limite, on obtient que : 3Id €la;oo], f(d) <

T—>+00
f(0) + f(a)
5 )
Par le TVI appliqué a la fonction f sur le segment [a;d], on a : 3¢ €|a;d[, f(¢) = f(())—;f(a).

On applique le théoreme de Rolle & la fonction f sur le segment [¢;¢]. Donc, 3z €]c; ¢[ tel que f/(x) = 0.

1
Exercice 11: Soit € R. La fonction f :y — yev est continue sur [z;z + 1], dérivable sur |z;z + 1].
D’apres 'EAF, Je, €]x;x + 1], % f(cz).

1 1
Or, f'(cy) = (1 — L)ew = “=2—lew. Donc,

Cx Cx

Jeg €]z + 1, ((z+ 1)eﬁ - xe%) = ecs

Passons a la limite.

. Cy — . 1
lim ¢, =400, lim — =let lim ec =1.
xr——+00 xr——+00 Cy r——+00

Par produit,
1 1
lim ((z+1)e#T —zew) = 1.

T—+00

n
Exercice 12: On s’intéresse, pour n € N*, & la somme S, Z

%\

1. Soit n € N*. La fonction x — +/x est continue sur [n;n + 1], dérivable sur Jn;n + 1].
vn+l—yn 1

n+l-n  2yc
1

1 1 1
Or, la fonction x — ——= est décroissante sur [n;n + 1] donc < < donc
2\/x [ ] 2vn+1 ~ 2¢/c " 2yn

D’apres EAF, 3¢ €]n;n + 1] tel que

N ESEN TS

2\/n +1 \f

2. En faisant un décalage d’indice on obtient que Vn € N*, v/n+1—/n < <vVn—+vn—1.

§\~

3. Soit n € N*. On va somme les inégalités précédentes pour k € [1;n].

VEFT-VE < bocvh - vi

(VETT-VE) < i;k\i(\/@_m)
k=1 k=1

2vn+1-2 < S, <2vn

4. On repart de ’encadrement précédent.

n

k=1

2vn+1-2 < S, <2vn
2v/n+1-2 Sh

< <1
2y/n

2v/n

24/ 1-2
Or, lim A Al Sl 1. Par le théoréme d’encadrement, 5= — 2.
n—-+oo 2\/ﬁ Vn n—+00

On obtient que lim S, = 4o0.
n——+oo
(On dit que la série % diverge).
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Chapitre 13 - Correction des exercices 8

Exercice 13:

Soit f: R — R convexe et périodique. Donc il existe T' € R, tel que pour tout x € R, f(x +T) = f(x).
On utilise I'inégalité de convexité entre 0 et 7.

Pour tout A € [0,1], f((1—=X) x 0+ AT) < Af(T)+ (1 —A)f(0) i.e. f(AT) < f(0).

Soit x € [0,T[. Pour A = % € [0,1], f(x) < f(0).

On utilise & présent I'inégalité de convexité entre x — T et x.

Pour tout A € [0,1], f(1=A) xz+ Xz —T)) < Af(x) + (1 =N f(x—T) ie. flx—AT)< f(x).

Pour A = % € [0, 1], on obtient f(0) < f(x).

Conclusion, pour tout z € [0,T[, f(z) = f(0) donc f est constante sur [0,7, donc constante sur R.

Exercice 14:

Soit f : R — R convexe.

Soit @ € R. On va montrer que f est continue a droite en a. Soient x,y € R tels que z < a < y. D’apres I'inégalité
des pentes, pour tout z €|a, y] :

fla) = f(z) _ f(2) = fla) _ f(y) = f(a)

~X ~X
a—z z—a y—a

a—x y—a

D’ou
(2 —a)

En passant a la limite lorsque z tend vers a par valeur supérieure, on obtient par encadrement, f(z) — f(a).
zZ—a

La démonstration de la continuité a gauche est analogue.
Attention, le résultat ne persiste pas lorsque f : [0;1] — R.
Contre-exemple : f : [0;1] — R telle que f est nulle sur |0;1[ et f(0) = f(1) = 1.

Exercice 15: La fonction f :  +— In(Iln(x)) est définie et deux fois dérivables sur |1; 4o0l.

Ona f':axw— wlnl(x) et f":x— —(gll(f();)lg. Cette derniere étant négative, f est donc concave.
On en déduit que pour tout z,y €]1;+oc[, In (In (£¥)) > 3 (In(In(z)) + In(In(y))) = In ( In(x) ln(y)).

En passant a I’exponentielle, on obtient

In (‘7” -2+ y) > /In(z) In(y)

Exercice 16: Soit (uy,) suite définie par ug € Ry et :

up + 1
Vn € N, = .
" Un+1 Up + 2
Ry - R
Posons f : { * x+1+ . Recherche d’un point fixe [ € Ry de f:
H =1 -
r+2

~1++5 145
= = =

I=f(1) <= P+1-1=0 < I 5 5

Posons | = _1%‘/5
On a que f est continue et dérivable sur R et pour tout € Ry, f'(z) = ﬁ Dol Vz € Ry, |f'(2)] < 3.
D’apres I'inégalité des accroissements finis, f est %—Iipschitzienne. D’ou

1 1
V2 1, fun =] = |f(un-1) = FOI < Zlun—1 =1 < luo =]

Dot u, — [==1Y5
n——+00

Exercice 17:
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Chapitre 13 - Correction des exercices 9

1. Les fonctions = — 22 + 1 et exp sont de classe € sur R donc la fonction f; est dérivable sur R et, d’apres
la formule de Leibniz,

vneN, 7 = Y

(Z) (2 — 22 + 1)F) (g — e¥) (")
k

n

=]

n -1
Vz € R, f1( )(x) = (2?2 +1)e® +n.2z.e” + 7’L(7’L2)'2€x
(

22 4 2nz +n? —n+1)e”

2. Les fonctions  — (1 +2)" et x +— 22 sont de classe € sur R. Par produit, fo de classe € sur R. Par la
formule de Leibniz,

n

k=0

Calculons les dérivées k-émes des deux fonctions

Vk >3, (z—2)® = 0
VE=n+1, (= 1+2)M)* =
|
VE<n, Ve eR, (x— 1+2)")P(z) = nn-1)..n—k+1)Q+z)"F= ( n'k)'(l + z) 7k
n—k)!
(n) 9 nin—1) _n! 9
VneN, Ve eR, f3/(z) = nla®+n2znl(l+z)+ ——72.—-(1+2)

3. On linéarise la fonction f3 (qui est €*° sur R).

iz —iz\ 3
Vz € R, cos®(z) = (e—i—2e> = i(cos(?)m) + 3 cos(x))

Vk e N, Vz € R, fék)(a:) = %((3: — cos(32))®) (z) + 3cos®) () =

k k
<3k cos <3x + ;) + 3 cos <x + ;))

k!
(1 _ I)k+1

F

4. On démontre par récurrence que Yk € N, f3 est €% et Vo € R\{1}, fik) (x) =

k!

5. On démontre par récurrence que Vk € N, f; est €% et Vo € R\{—1}, fék) (z) = (—1)km

6. On remarque que fg = fa.f5. D’ou fs est de classe €°° sur R\{—1;1}. On peut donc appliquer la formule
de Leibniz.
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10

Vk €N, vz e R\{-1;1}, £ ()

Exercice 18:

k!

g
> ( l)fi” (). 457"

!

kl(—1)*

IHk—0"1 —x)l+1'(_

k

(z)

)k—l

(1+ )1 (1~ x) 2=

El(—1)F

2

r+1 !
r—1

(k—1)!

(1 + x)k—l+1

k+1
+1
L (ifl)

1+ 2)F1(1 — )

r—1

_ ozl
1 z—1

El(—1)F

1 (L‘i‘l)k—H

(14 x)k+1

El(-1)k [1—

l—z4+z+1

il k+1
r—1

2

(1 + x)kJrl

k!
2

(-1)F 1
<(1 + x)k+1 + (1 _ x)k+1

1. Soit f:x ~ 22", La fonction f est € sur R.

On peut démontrer par récurrence que Vk € {0;...;2n}, Vx € R, f(k) (x) =

En remarquant que z

Vk € {0;..;2n}, Vz e R, fP(z) =

k

=0

n—I

(2n — k)!

= z™.2™, on peut appliquer la formule de Leibniz.

> (}) @ 0@ 2 i)

(2%)' m271716

) =3 (1w + 1)

n! n—(k—1)

iﬁ) (nri!w!x

(n})?

(n— (k- 1))

2n—k

B Z;@m—w

2. On applique les deux formules précédentes pour k = n.

2n—n

n

I
NE

n!)

(n—Fk+1)!

2

2n—n

l

(1)
<7>
(1)

T
=

I
NE

o~
I
o

2
n

l

()

I
NE

—~
I
o

I
M=

l

Il
o

(
(n—0D(n—-—n+1)!
2
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Chapitre 13 - Correction des exercices 11

Exercice 19: La fonction h est €°° sur R\{—1;1}. De plus, la fonction h est paire, elle a donc la méme régularité
en 1eten —1.

Etudions la régularité de h en 1 :

Vt e [-1;1], h(t) =1 —3t2+3t* —t5 — 0= h(1) et Vt €]1;+00[, h(t) =0 — 0 = h(1) donc h est continue en

1 t—1- t—1*t
Vt € [=1;1], W (t) = —6t + 1213 — 6t° — 0 et Vt €]1;+o0[, A'(t) =0 — 0. D’aprés le théoréme de la limite de
t—1- t—1

la dérivée, h est dérivable en 1 et h'(1) = 0.
vt € [-1;1], K'(t) = —6 + 36t% — 30t* — 0 et V¢ €]1; 400, /(t) =0 — 0. D’apres le théoréme de la limite de

t—1- t—1+
la dérivée, h' est dérivable en 1 et A”(1) = 0.

vt € [—1;1], M3 (t) = 72t — 12063 — —48 et V¢ €]1;+oc[, K3 (t) = 0 — 0. Donc méme, si h(®)(1) existait,

t—1- t—1+
h(3) ne serait pas continue en 1.

Donc h est de classe €2 mais n’est pas de classe €3.

Exercice 20: Soit (a,b,c) € R3. Considérons la fonction h sur R telle que

Bsix<l1
a+br+cx?siz>1

Ve € R, h(x) = {

La fonction h est de classe € sur R\{1}.

Vo €] — oo; 1],
h(z) =2 — 1
z—1-
h'(x) =322 — 3
z—1-
h'(z) =6z — 6
z—1-
A3 (z) =6 — 6
T—1-
Va €]1; 00|,
h(z)=a+br+cx? — a+b+ec

z—1t

h(z) =b+2cx — b+ 2c
z—1+

h'(z) =2¢ — 2
z—1

A3 (z)=0 — 0

z—1t
Méme si h(3) (1) existait, h(®) ne serait pas continue en 1.
Donc h n’est pas de classe €% pour k > 3.
h est de classe €V sur R <= a+b+c=1
h est de classe €' sur R <= a+b+c=1letb+2c=3 < a=c—2etb=—2c+3
h est de classe €2 sur R <= a+b+c=1,b+2c=3et2c=6 < a=1,b=—-3etc=3

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2023/2024



